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1. (i) Auf der Einheitssphiire S9! C R? d > 2, existiert ein nichttriviales endliches
Maf§ auf der Borelschen o-Algebra, welches unter orthogonalen Transformationen
invariant ist.

Hinweis: Sie diirfen die Invarianz des Lebesgue-Mafles auf R? unter orthogonalen
Transformationen verwenden.

(ii) Zeigen Sie, dass ein solches Mafl im Fall d = 2, also auf dem Kreis S*, bis auf
Skalierung eindeutig ist.

2. (i) Definieren Sie die Borel- und Lebesgue-o-Algebren endlich-dimensionaler reeller
Vektorraume so, dass sie von Vektorraum-Isomorphismen erhalten werden.

(ii) Lineare Abbildungen endlich-dimensionaler R-Vektorrdume sind Borel-messbar.

(iii) Surjektive solche Abbildungen sind auch Lebesgue-messbar (dh messbar bzgl der
Lebesgue-o-Algebren), injektive Abbildungen von nichttrivialen R-Vektorraumen in
R-Vektorrdume strikt groflerer endlicher Dimension jedoch nicht.

Hinweis: Sie diirfen die Existenz nicht A%-messbarer Teilmengen in R%Z! verwenden.

3. Beweisen Sie die korrigierte Version von Aufgabe 4(viii) auf Blatt 7 und geben Sie
andere Beispiele fiir Mafle mit denselben Werten auf Zylindermengen.

4. Bernoulli-Experiment zum Minzwurf: nicht-messbare Teilmengen (Fortsetzung von

Aufgabe 4 auf Blatt 7).

Vermittels der natiirlichen Identifikation von {0, 1} mit der Gruppe Z/27Z der Rest-
klassen modulo 2 fassen wir X = {0, 1}V als den Raum der Z/2Z-wertigen Funktio-

nen auf N auf,
X = (2/27)" = {Abbildungen N — Z/27Z}.

Der kompakte topologische Raum X wird so zu einer kompakten abelschen topologi-
schen Gruppe, die Addition gegeben durch die punktweise Addition von Funktionen.
Unter der Translation um v € X verstehen wir den Homdomorphismus

Ty
X —=X,x—x+v.

Wie vorher bezeichnet B C P(X) die Borel-o-Algebra auf X und p: B — [0, 1] das
Wahrscheinlichkeitsmafl des fairen Bernoulli-Miinzwurfs, weiter p* : P(X) — [0, 1]
das von p induzierte d&ulere Mafl und £ die o-Algebra der p*-messbaren Teilmengen,

BcC LcCPX).



Sei schliefilich
Q :={(an) € X |a, = 0 fiir fast alle n}

die abzéhlbare Untergruppe der Funktionen mit endlichem Triger und sei M C X
ein Représentantensystem fiir die Nebenklassen von ) in X (dessen Existenz aus
dem Auswahlaxiom folgt).

Zeigen Sie:
(i) g und p* sind translationsinvariant, (7, ).p = p und (75,),pu* = p* fir alle v € X.
(ii) Durch
X = U (g+ M)
qe@

ist eine Partition (disjunkte Zerlegung) von X in Teilmengen gleichen dufleren p*-
Mafes gegeben, dh p*(q + M) hidngt nicht von ¢ ab.

(iii) p*(M) > 0.

Hinweis: (X)) > 0.

(iv) Jede p*-messbare Teilmenge von M ist eine p*-Nullmenge.

Hinweis: p1(X) < o0.

(v) M ist nicht p*-messbar, M & L.

(vi) Folgern Sie, dass B C L C P(X).

(vii) Fiir eine Funktion f : N — Z/2Z sei die Funktion ®f : N — Z/27Z durch

f(5), falls n gerade

0 sonst,

(®f)(n) = {

definiert. Dann ist die so erkldrte Abbildung
XX
eine topologische Selbsteinbettung als p-Nullmenge.
(viii) Folgern Sie, dass auch B C L.
Hinweis: Folgern Sie aus (vi), dass ®(X) nicht-Borel-Mengen enthélt.
(ix) B = |R].

Hinweis: Sie diirfen die in der ZU bewiesene Tatsache verwenden, dass abzéihlbar
erzeugte o-Algebren die gleiche Kardinalitdt haben wie R.

(x) Geben Sie mit (ix) einen weiteren Beweis dafiir, dass B C L.
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invariant ist.
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3. Beweisen Sie die korrigierte Version von Aufgabe 4(viii) auf Blatt 7 und geben Sie
andere Beispiele fiir Mafie mit denselben Werten auf Zylindermengen.
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